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Наноструктуры на основе графеновых лент являются перспективными материалами для исполь-
зования в качестве эмиттеров электронов.
Цель работы – исследовать автоэлектронную эмиссию электронов из торца одиночной графено-
вой плоскости.
В квазиклассическом приближении разработана модель автоэлектронной эмиссии из торца пря-
моугольного графенового листа.
Рассчитана плотность тока автоэлектронной эмиссии в вакуум из торца плоского графенового ли-
ста в зависимости от величины напряженности тянущего электрического поля.
Проведен анализ и сравнение предельных токов эмиссии из графена и из объемных систем.
Результаты работы могут быть использованы при разработке автоэлектронных катодов на осно-
ве графена.
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Abstract
Graphene-based nanostructures are the promising materials for applications as electron emitters.
The aim of the work is to study the field electron emission from the edge of a single graphene plane.
In the semi-classical approximation, a model of field electron emission from the edge of a rectangular 
graphene sheet has been developed.
The current density of field electron emission into vacuum from the edge of a flat graphene sheet was cal-
culated depending on the magnitude of the pulling electric field strength.
The analysis and comparison of limiting emission currents from graphene and from bulk systems have 
been carried out.
The results of the work can be used in the development of graphene-based field effect cathodes.
Keywords: flat graphene, electric field strength, field emission current.
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Введение
Графен и углеродные нанотрубки исследу-
ются теоретически и экспериментально с це-
лью применения в электромеханике, фотони-
ке и cпинтронике [1, 2]. В частности, низкораз-
мерные системы на основе графеновых лент [3] 
и массивов нанотрубок [4] являются перспектив-
ными материалами для эмиссионной электрони-
ки [5, 6]. 
Эффекты эмиссии электронов под действием 
внешнего электрического поля находят примене-
ние в приборах, сочетающих преимущества по-
лупроводниковой планарной технологии и элек-
тровакуумных приборов [7]. Электронная эмиссия 
применяется в сканирующей электронной ми-
кроскопии [8], позволяющей получить детали-
зированную информацию о приповерхностной 
структуре (строении) исследуемых материалов.
Экспериментально исследовалась [9] авто-
электронная эмиссия из торца графена, нанесен-
ного на кварцевую подложку. Изготовлены авто-
эмиссионные катоды из карбида кремния, покры-
того слоем графена [10] и нитевидных кристал-
лов кремния, покрытых частицами алмаза [11]. 
В работе [12] сообщается о катодах на основе 
пленок микрокристаллического углерода, полу-
ченных методом плазменного газофазного осаж-
дения. Используя кристаллографические предпо-
сылки для согласования структур с разными пе-
риодами кристаллической решетки, в работе [13] 
на монокристалле алмаза были выращены слои 
графена, перпендикулярные поверхности (111) 
алмаза.
Проводятся теоретические исследования по-
левой эмиссии электронов из тонких пленок с 
учетом эффектов размерного квантования [14–
16]. Показано, что квантоворазмерные эффекты 
ведут к немонотонной зависимости глубины про-
никновения внешнего стационарного электриче-
ского поля в пленку от ее толщины. Отмечается, 
что при некоторых толщинах, являющихся ха-
рактеристическими для материала пленки, эмис-
сионный ток из пленочного катода, при прочих 
равных условиях, будет больше, чем из объемно-
го материала. Однако простые аналитические со-
отношения для оценки плотности эмиссионного 
тока электронов из кристаллических пленок тол-
щиной в один атом не представлены.
Цель работы – исследовать автоэлектронную 
эмиссию электронов из торца графеновой пло-
скости в конфигурации, показанной на рисунке 1.
Потенциальная энергия электронов гра-
фена во внешнем электрическом поле
Рассматривается эмиссия π-электронов из 
торца графенового слоя под действием внешне-
го электрического поля напряженностью F. Рас-
смотрим прямоугольный лист графена с линей-
ными размерами Lx и Ly, существенно превыша-
ющими параметр решетки графена a = 3aCC = 
= 0,246 нм. Потенциальная энергия W(x) электро-
на проводимости (рисунок 2a) в пределах графе-
нового листа (−Lx < x < 0) равна энергии электро-
на в K-точке (примем EK = 0) и энергии сродства 
электрона к вакууму (работа выхода) EA за пре-
делами графенового листа (x < −Lx и x > 0). За-
висимостью электрических свойств края графе-
на от хиральности («зигзаг» или «кресло») пре-
небрегаем.
Поместим лист графена во внешнее посто-
янное электрическое поле F, направленное вдоль 
координатной оси x.
Полагаем, что потенциальная энергия элек-
трона W(x) слабо меняется внутри слоя графе-
на и спадает за пределами слоя графена со сто-
роны вакуума (рисунок 2b), т. е. потенциальная 
энергия электрона равна EA при x = −Lx, резко 
спадает на величину EA на границе слоя графена 
(x = −Lx), равна нулю внутри слоя графена, резко 
увеличивается на величину EA на границе слоя 
графена (x = 0), спадает по закону EA – eFx за 
пределами слоя графена (x > 0). Зависимость по-
тенциальной энергии электрона W(x) от коорди-
наты x показана на рисунке 2b.
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Рисунок 1 – Схема автоэлектронного эмиттера на ос-
нове слоя графена, выращенного перпендикулярно 
подложке (пояснения см. в тексте)
Figure 1 – Scheme of electron field emitter in the form of 
graphene layer grown perpendicular to the substrate (for 
explanations, see the text)
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Формула для потенциальной энергии элек-
трона в слое графена:
W(x) = 
EA
EA
( ),
( ),
( ),
x L
L x
eFx x
x
x
≤ −
− < <
− ≥





0 0
0
 (1)
где F — напряженность внешнего электрическо-
го поля, в котором находится графен. По [12] для 
автоэлектронной эмиссии из углеродных матери-
алов типичное значение F ≈ 3·107 В/cм.
Скорость π-электрона в графене
Для расчета тока автоэлектронной эмиссии 
необходимо знать скорости π-электронов внутри 
графенового листа. Компоненты скорости элек-
трона в графене выражаются из закона диспер-
сии в виде [17]:
vx = 
1

∂
∂k E k kx x y
( , ) ,    vy = 
1

∂
∂k E k ky x y
( , ) , (2)
где kx и ky – компоненты квазиволнового вектора 
π-электрона, E(kx, ky) – энергия π-электрона в гра-
фене (см. рисунок 3c).
На рисунке 3 показаны прямая (a) и обрат-
ная (b) решетки графена. Элементарные векторы 
трансляций a1 и a2 равны по абсолютной величи-
не a = |a1| = |a2| = 3aCC = 0,246 нм и образуют 
ромбическую элементарную ячейку [1], обозна-
ченную штриховой линией. Первая зона Бриллю-
эна представляет собой гексагон, стороны кото-
рого расположены на расстоянии  π   от цен-
тра зоны Бриллюэна в точке Γ (kx = 0, ky = 0). Век-
торы k1 и k2, обратные к векторам a1 и a2 прямой 
решетки, равны по абсолютной величине |k1| = 
= |k2| =  π   = 29,5 нм−1 и образуют ромбиче-
скую элементарную ячейку в обратном простран-
стве, равную по площади первой зоне Бриллюэна.
Закон дисперсии в графене вблизи K-точек 
1-й зоны Бриллюэна имеет вид [18]:
E k k a k K k Kx y x x y y( , ) ( ) ( )= − + −γ
3
2
2 2 , (3)
где γ = 2,8 эВ – интеграл перекрытия волновых 
функций двух π-электронов на соседних атомах 
углерода, Kx и Ky – проекции квазиволнового век-
тора π-электрона на оси kx и ky в K-точке.
Из (2) и (3) следует выражение для проекций 
скорости электрона на оси x и y:
vx(y) = 
γ

a k K
k K k K
x y x y
x x y y
3
2 2 2
( ) ( )
( ) ( )
−
− + −
. (4)
Модуль скорости электрона вблизи K-точки 
не зависит от его энергии и волнового вектора. 
Действительно, из (4) находим, что электроны 
с энергией E = E(kx, ky) обладают скоростью, рав-
ной по абсолютной величине
v = v vx y
2 2+  = γ
a 3
2  
≈ 9·105 м/с. (5)
Отметим, что вектор скорости π-электрона мо-
жет быть направлен в произвольном направле-
нии в плоскости графена.
Эмиссионный ток электронов из торца 
графенового листа
Плотность тока автоэлектронной эмиссии 
вдоль оси x, создаваемая π-электронами со ско-
ростью vx и энергией от E до E + dE, имеет вид
dJx(E,vx) = e
g E
Lz
2d ( ) vx D(E) dE, (6)
где g2d(E) – двумерная плотность состояний элек-
тронов в графене, Lz = 0,335 нм – толщина мо-
нослоя графена – расстояние между плоскостя-

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Рисунок 2 – Энергетическая структура графеново-
го листа и потенциальная энергия π-электрона W(x) 
в графеновом листе в отсутствие внешнего электри-
ческого поля (a) и во внешнем стационарном элек-
трическом поле напряженностью F > 0 (b). Состояния 
v-зоны графена, заполненные электронами, заштрихо-
ваны
Figure 2 – Energy band structure of the graphene sheet 
and the potential energy of the π-electron W(x) in the gra-
phene sheet in the absence of an external electric field (a) 
and in an external stationary electric field of strength F > 0 
(b). The states of v-band of the graphene filled with elec-
trons are hatched
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ми графита, D(E) – прозрачность потенциально-
го барьера для электрона на границе с вакуумом, 
E = E(kx, ky) – энергия π-электрона в графене.
Двумерная плотность состояний электронов 
в графене дается выражением [19]:
g2d(E) = 
g g E E
a
s v
2
| | | |
pi piγ2 2 2 2
8
3v
= , (7)
где gs = gv = 2 – факторы, учитывающие вырож-
дение по спину и наличие двух неэквивалентных 
долин в зоне Бриллюэна (в точках K и K').
В эмиссионном токе Jx из торца листа графе-
на участвуют электроны со скоростями, направ-
ленными вдоль оси x (рисунок 1). Для получения 
полного тока электронов с энергией в интервале 
(E, E + dE) необходимо сложить проекции скоро-
стей всех электронов на ось x, т. е. проинтегриро-
вать (6) по направлениям скоростей электронов:
dJx(E) = e
g E
Lz
2d ( ) D(E)
vcosϕ ϕ
ϕ
pi
pi
pi
pi
d
d
−
−
∫
∫
2
2
dE =  
           = 


v
π g2d(E) D(E) dE =  
           = 
4
3 2
e
aLzpi γ
|E | D(E) dE, (8)
где интегрирование по φ проводится по углам на-
правления движения электрона –π/2 ≤ φ ≤ π/2, 
v cosj – проекция скорости электрона на ось x.
Прозрачность потенциального барьера для 
электрона c-зоны графена в квазиклассическом 
приближении имеет вид (см., например, [20, 21]):
D(E) = exp − −






⌠
⌡

2 2
0
m W x E dxe
x E
[ ( ) ]
( )t
, (9)
где me = 9,109·10
–31 кг – масса электрона в вакуу-
ме, xt(E) = (EA – E)/eF – координата, при которой 
W(xt) = E, xt(EK) = x0 (cм. рисунок 2b).
Подставляя формулу (1) для потенциальной 
энергии в (9) и вычисляя интеграл, получаем:
D(E) = exp − − −








−
⌠
⌡

2 2
0

m eFx E dxe
E eF
( )
( )
EA
EA
= 
         = exp −
−





4 2
3
3 2m E
eF
e ( )EA
/

. (10)
Плотность туннельного тока получается по-
сле интегрирования выражения (8) с учетом (10) 
по энергии от E = 0 до E = EA с учетом максвел-
ловского распределения электронов по энергии:
Jx = 
4
3 2 0
e
aL
E D E E
k T
dE
zpi γ
( )exp −






⌠
⌡

 B
EA
, (11)
где kB – постоянная Больцмана, T – абсолютная 
температура.
Заметим, что формулу (11) можно упростить, 
полагая энергию электрона в формуле (10) для 
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Рисунок 3 – Решетка графена в прямом (a) и обратном (b) пространствах. Штриховой линией отмечена ромби-
ческая элементарная ячейка. Показаны неэквивалентные атомы углерода A и B, элементарные векторы трансля-
ций в прямом пространстве (a1 и a2) и в пространстве квазиволновых векторов (k1 и k2), aCC = 0,142 нм – дли-
на связи между атомами углерода, K и K' – две неэквивалентные точки на границе зоны Бриллюэна, Γ – центр 
первой зоны Бриллюэна. Одноэлектронная зонная диаграмма E(kx − Kx, ky − Ky) ≡ E(kx, ky) ≡ E графена вблизи 
K-точки зоны Бриллюэна (c): EF – уровень Ферми, заполненные π-электронами состояния v-зоны заштрихованы
Figure 3 – Graphene lattice in direct (a) and reciprocal (b) spaces. The dashed line indicates the rhombic elementary unit 
cell. There are shown non-equivalent carbon atoms A and B, the elementary translation vectors in direct space (a1 and 
a2) and in the space of quasi-wave vectors (k1 and k2), aCC = 0.142 nm is the bond length between carbon atoms, K and 
K' are two nonequivalent points on the Brillouin zone boundary, Γ is the center of the first Brillouin zone. Single-elec-
tron band diagram E(kx − Kx, ky − Ky) ≡ E(kx, ky) ≡ E of graphene near the K-point of the Brillouin zone (c): EF is the Fer-
mi level, the states of the v-band occupied by π-electrons are hatched
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прозрачности барьера D(E) равной средней те-
пловой энергии E ≈ 3kBT/2. Это дает:
Jx ≈ 
4
3
4 2 1 5
3
2
2
3 2e k T
aL
m k T
eFz
e( ) exp
( , )B BEA
pi γ 
−
−





/
. 
Из этой формулы следует, что плотность тока ав-
тоэлектронной эмиссии экспоненциально зави-
сит от обратной величины напряженности элек-
трического поля F и не зависит от площади LxLy 
полоски графена.
Рассчитаем плотность тока эмиссии из чи-
стого листа графена с работой выхода EA = 4,6 эВ 
[22]. Для температуры T = 300 К, толщины по-
лоски графена Lz = 0,335 нм и электрического 
поля F = 5·107 В/см плотность тока эмиссии Jx по 
формуле (11) равна 29,3 A/см2. Плотность тока 
эмиссии из торца графена в зависимости от при-
ложенного электрического поля F показана на 
рисунке 4.
Падение напряжения в слое графена Ugr мож-
но оценить по формуле Ugr = RIx, где R – сопро-
тивление графена, а Ix = JxLyLz – сила тока авто-
электронной эмиссии в направлении оси x. При 
напряженности поля F от 3·107 до 1·108 В/м сила 
автоэмиссионного тока Ix изменяется от 0,15 пА 
до 0,74 мкА. По оценкам [23] электрическое со-
противление плоского листа графена размерами 
10 × 10 мкм2 на постоянном токе равно R = 10 Ом. 
При таком значении сопротивления величина Ugr 
оказывается очень малой (1,5 пВ < Ugr < 7,4 мкВ), 
так что допущение, что падение напряжения на 
листе графена много меньше потенциала, со-
ответствующего работе выхода (Ugr << EA/e), 
оправдано.
Максимальная плотность тока автоэлектрон-
ной эмиссии при T = 300 К, рассчитанная по фор-
муле (11) при прозрачности барьера D(E) = 1, 
равна Jx max = evkBTg2d(kBT)/πLz = 1,6·10
7 А/см2. 
Отметим, что величина максимально достижи-
мой плотности автоэмиссионного тока из объем-
ных металлов составляет 1011 А/см2 [24]. Однако 
из-за тепловыделения реальные значения плот-
ности тока из объемных материалов имеют вели-
чину порядка 107 А/см
2 [25]. Предельное значе-
ние плотности тока 1011 А/см2 было достигнуто 
только в опытах с остриями малых размеров, 
примерно 1–3 нм (см., например, [24]).
Заключение
В квазиклассическом приближении разра-
ботана теоретическая модель автоэлектронной 
эмиссии из торца прямоугольного графенового 
листа. Проведен анализ и сравнение предельных 
токов эмиссии из графена и объемных систем. 
Показано, что плотность тока автоэлектронной 
эмиссии из торца графенового листа нелинейно 
зависит от напряженности внешнего электриче-
ского поля.
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